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摘　 要:基于筋土拉拔界面理想弹塑性模型基础上,针对土工合成材料拉拔时出现的应变硬化和应

变软化现象,提出了双线性剪应力-位移弹塑性硬化模型和三线性剪应力-位移弹塑性软化模型,
将应变硬化筋材的筋土拉拔过程分为弹性阶段、弹性-硬化过渡阶段和完全硬化阶段,将应变软化

筋材的筋土拉拔过程分为弹性阶段、弹性-软化过渡阶段、完全软化阶段、软化-残余过渡阶段和完

全残余阶段;为了验证 2 种弹塑性模型的准确性与适用性,将 2 种弹塑性模型预测结果与试验结果

进行对比,并引入几种经典的筋土界面模型进行对比分析;通过筋土界面基本控制方程,分别推导

了拉拔荷载下应变硬化和应变软化 2 种塑性变形特征筋材不同阶段界面拉力、剪应力和位移的计

算表达式,很好的反映了筋土拉拔界面的渐进性破坏;同时,为直观反映 2 种类型筋材拉拔试验过

程中界面不同拉拔阶段的受力演化规律,对界面剪应力在不同拉拔阶段的分布规律进行分析。 研

究结果表明:2 种弹塑性模型预测结果与拉拔试验数据吻合良好,能够较好的反映筋土界面的硬化

或软化特性,且计算更为简便,具有更好的适用性,验证了所提出 2 种弹塑性模型对筋材在拉拔界

面中渐进破坏分析的有效性;在筋材的拉拔过程中,2 种弹塑性模型的过渡阶段一般均不明显。 研

究结果能够全面反映不同应变类型筋土界面的渐进性破坏。
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Abstract:Based on the ideal elastic-plastic model of reinforced soil pull-out interface,aiming at the strain hardening
and strain softening phenomena of geosynthetics during pull-out,a bilinear shear stress-displacement elastic-plastic
hardening model and a trilinear shear stress-displacement elastic-plastic softening model were proposed. The pull-out
process of strain hardening reinforcement was divided into three stages:elastic stage,elastic-hardening transition stage
and pure hardening stage. The pull-out process of strain softening reinforcement was divided into elastic stage,elastic-
softening transition stage,pure softening stage,softening-residual transition stage and pure residual stage. To verify the
accuracy and applicability of the two elastic-plastic models,the predicted results were compared with the experimental
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results,and several classical models of pull-out interface between reinforcement and soil were introduced for compara-
tive analysis. Based on the basic control equation of reinforcement-soil interface,the expressions of interface tension,
shear stress and displacement at different stages of reinforcement of two kinds plastic deformation,strain hardening and
strain softening,under pull-out load were derived respectively,which well reflect the progressive failure of the pull-out
interface between reinforcement and soil. Moreover,to directly reflect the stress evolution law of the two types of rein-
forcement at different pull-out stages of reinforcement-soil interface,the evolution law of interface shear stress at differ-
ent pull-out stages was analyzed. The results show that the predicted results of the two elastic-plastic models are in
good agreement with the pull-out test data,which can better reflect the hardening or softening characteristics of the
pull-out interface between reinforcement and soil,and the calculation is more simple and has better applicability,it al-
so verifies the validity of the proposed two elastic-plastic models for the progressive failure analysis of reinforcement at
the pull-out interface. In the pull-out process of reinforcement,the transition stage of the two elastic-plastic models is
not obvious. The results can comprehensively reflect the progressive failure of reinforcement-soil interface with different
strain types,and provide a theoretical support for the study of the interface characteristics of reinforcement-soil pull-
out.
Key words:pull-out interface;elastic-plastic model;geosynthetics;strain hardening;strain softening

　 　 土工合成材料在加筋工程中的应变硬化与应变

软化是土工合成材料常见力学特性,关于筋土界面相

互作用的试验研究[1-2] 中都强调了筋材的这一显著

特性。 史旦达等[3]对比单、双向土工格栅加筋工况,
认为单向格栅加筋时的直剪和拉拔曲线表现为应变

软化型,而双向格栅加筋的 2 种试验曲线一般表现为

应变硬化型;而杨敏等[4] 研究土工布与黄土界面摩

擦作用时发现,直剪试验曲线表现为硬化型,拉拔曲

线表现成软化型。
一般情况下,对筋土界面特性理论方面研究需考

虑剪应力与位移之间的关系[5-7],刘续等[8] 和易富

等[9]认为在拉拔位移较小的情况下剪应力和位移呈

线性关系;GURUNG 等[10] 采用双曲线计算模型分析

界面剪应力与位移的变化关系; ESTERHULZEN
等[11]提出了峰值前和峰值后都采用双曲线表示的位

移软化模型;林明飞等[12]将剪应力-位移曲线前后 2
部分均采用双曲线模型进行模拟;王军等[13] 在试验

基础上提出一种能够描述筋土界面力学性能的组合

本构模型,该模型包含峰值及残余强度包络线、峰值

前的双曲线模型、峰值后位移软化模型和界面剪胀模

型;林伟岸等[14]将峰值前、峰值后塑性软化和塑性流

动的剪应力与位移变化均采用直线模拟;而张鹏

等[15]提出三阶段弹塑性剪应力-位移模型,峰值前采

用双曲线模拟,峰值后的塑性软化和塑性流动阶段采

用直线模拟。 上述筋拉拔土界面模型虽能较好的模

拟界面拉拔行为,但未能考虑筋材拉拔全过程不同阶

段界面的的渐进破坏特性。
为了真实描述筋土界面拉拔过程中不同阶段的

渐进破坏作用特性,国内外学者针对筋材应变软化特

性提出了很多计算模型, 如 ZHU 等[16] 和 CHEN
等[17]通过三参数模型推导了筋土界面轴力和剪应力

在不同拉拔阶段的解析表达式。 在关于筋土界面特

性的研究中,对于应变硬化特性只有较少计算模型,
而且还未有同时包含筋材应变硬化和应变软化 2 种

塑性变形特征的计算模型。
笔者在筋土拉拔界面理想弹塑性模型[18] 基础

上,针对加筋材料拉拔曲线的应变硬化和应变软化 2
种形式(以下简称应变硬化筋材和应变软化筋材),
提出应变硬化筋材在拉拔过程中经历 3 个连续阶段,
应变软化筋材在拉拔过程中经历 5 个连续阶段,分别

推导出 2 种类型筋材拉拔试验过程中不同拉拔阶段

的拉力、剪应力和位移的分布规律,同时还分析了界

面剪应力在不同拉拔阶段的演化规律,以期为实际加

筋工程中筋材的选择与设计提供参考。

1　 筋土界面基本方程

图 1 为筋材拉拔试验示意图,试验中,试验槽底

部和侧向边界固定,在承压板上可以施加竖向上覆压

力。 筋材的长度和厚度分别为 L,t,拉伸模量为 E。
设筋材在 x 处的剪应力为 τ,在其上取长度为 dx

的微单元体进行分析,宽度取筋材的单位宽度,忽略

筋材的边界效应,则根据受力平衡可以得出

(T + dT) - T + 2τ(dx + εdx) = 0 (1)
式中,T 为筋材在 x 处单位宽度拉力;εdx 为微元体的

单元变形长度;ε 为应变。
根椐应变的定义,在 x 处筋材应变可写为

ε = - du
dx

(2)
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式中,u 为 x 处筋材相对位移。
假定应变与单位宽度的拉力线性相关,即

ε = T / (Et) (3)
　 　 由式(1) ~ (3)可以求出

Et d
2u

dx2
+ 2τ(ε - 1) = 0 (4)

　 　 一般在拉拔过程中的实际应变 ε 很小[19],可忽

略,故式(4)近似表示为

Et d
2u

dx2
- 2τ = 0 (5)

　 　 式(5)即为筋土界面基本方程,对研究筋土界面

特性具有重要意义。

图 1　 筋材拉拔示意

Fig． 1　 Pull-out sketch of reinforcement

根据文献[20],界面剪应力峰值 τp 可由式(6)
计算:

τp = σn tan φ′gs = (qs + γh)tan φ′gs (6)
式中,σn 为法向应力,σn = qs +γh;qs 为附加应力; γ
为试验填料的容重; h 为加筋以上填料的铺筑高度;
φ′gs 为界面综合摩擦角。

2　 应变硬化筋材拉拔界面分析

2． 1　 硬化筋材模型

应变硬化筋材界面剪应力与位移试验曲线达到

峰值前可近似表现为弹性关系,之后表现为应变硬化

特征。 将这种曲线形式简化为如图 2 所示的双线性

线性剪应力-位移(τ-u)关系[21]。 由图 2 可见,第 1
阶段(OA 段),以直线表示剪应力达到峰值前的剪应

力与位移关系;第 2 阶段(AB 段),以直线表示筋材

的应变硬化。 图 2 中, Ks1 和 Ks2 分别为 OA 段和 AB
段的斜率,也叫做界面剪切刚度, up 为对应的拉拔位

移, Ks1 = τp / up 。 当筋材拉拔端剪应力增大到筋材极

限剪应力 τult 时,筋材发生破坏,定义两者之间的比

值为破坏比 R f
[15],即 R f = τp / τult, 其值一般在 0． 5 ~

1． 0。

τ =
Ks1u,0 ≤ u ≤ up

Ks2(u - up) + τp,u > up
{ (7)

图 2　 双线性界面剪应力与位移( τ - u )关系

Fig． 2　 Relationship between interface shear stress and
displacement of bilinear ( τ - u )

　 　 基本假定:根据上述应变硬化筋材理论模型的定

义,认为拉拔荷载下筋土界面将经历弹性阶段、弹
性-硬化过渡阶段、完全硬化阶段,分别对应图 3 中

的Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ阶段(Le,Lh 分别为筋材拉拔过程中弹性

区长度和硬化区长度)。 通过理论计算可得到各个

拉拔阶段拉力、剪应力和位移的计算表达式。

图 3　 拉拔模型分析中应变硬化筋材渐进拉拔过程

Fig． 3　 Progressive pull-out process of strain hardening
reinforcement in pull-out model analysis
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2． 2　 硬化模型验证

为验证硬化模型的准确性与适用性,引入几

种经典的筋土界面模型进行对比分析,包括理想

弹塑性模型 [18] 、双曲线模型 [10] 。 笔者选取文献

[3]中法向应力为 100 kPa、相对密度为 70% 条件

下双向土工格栅与砂土的拉拔试验结果进行模拟

验证,模拟参数见表 1,模拟结果如图 4 所示。 从

图 4 可以看出,理想弹性模型和双曲线模型无法

体现界面的硬化过程,而双线性剪应力-位移弹塑

性硬化模型能够较好的反映界面硬化特性,而且

计算更为简便,具有更好的适用性。 硬化模型可

适用于加筋土拉拔试验时试验曲线呈现应变硬化

特征情况时,该模型能够合理的模拟硬化型筋材

的拉拔行为,但图中阶段Ⅱ即弹性-硬化过渡阶段

区间很小,这是由于该筋材弹性模量很大而加筋

长度较小导致筋材的渐进性破坏不明显。 双向土

工格栅加筋土产生应变硬化现象的主要原因是由

于双向格栅横肋的阻挡作用。

表 1　 拉拔试验的模拟参数[3]

Table 1　 Simulation parameters of pull-out test[3]

σn / kPa L / m t / mm E / GPa Ks1 / (MPa·m-1) Ks2 / (MPa·m-1) tan φ′gs

100 0． 2 2 5 4． 23 0． 47 0． 56

图 4　 双向土工格栅拉拔试验结果[3]

Fig． 4　 Pull-out test results of bidirectional geogrids in
reference[3]

2． 3　 硬化拉拔界面全历程分析

2． 3． 1　 弹性阶段(Ⅰ阶段)
当 0 ≤ u < up 时,剪应力和位移呈弹性关系,二

者关系满足关系式 τ = Ks1u, 联立式(5)和(7)可得到

此阶段的控制方程

d2T
dx2

- α2T = 0 (8)

式中, α = 2Ks1 / (Et) 。
解式(8)可得

Te(x) = C1exp( - αx) + C2exp(αx) (9)
式中, Te(x) 为筋材在弹性阶段的拉力;C1,C2 为积

分常数。
拉拔试验中,拉拔端即 x = 0 的拉力为 T01,在自

由端即 x=L 的拉力为 0,则有边界条件

T(x = 0) = T01

T(x = L) = 0{ (10)

　 　 将边界条件式(10)代入式(9)可求得

C1 = exp(αL)
exp(αL) - exp( - αL)

T01

C2 = - exp( - αL)
exp(αL) - exp( - αL)

T01

ì

î

í (11)

则可求得Ⅰ阶段的拉力表达式:

Te(x) = T01
sinh α(L - x)

sinh αL
(12)

　 　 根据式(5)和(7)可得到Ⅰ阶段相应的剪应力

τe(x) 和位移 ue(x) 关系式

τe(x) = αT01

2
cosh α(L - x)

sinh αL
(13)

ue(x) = αT01

2Ks1

cosh α(L - x)
sinh αL

(14)

　 　 让 x = 0 代入到式(14) 中可得到拉拔端的位

移(即拉拔位移 ue0)的变换式为

T01 = 2tanh αL
α

Ks1ue0 (15)

　 　 当 ue0 = up 时, τp = Ks1ue0, 由式(15)可得弹性阶

段与弹性-硬化过渡阶段的临界拉力 Tc
eh0, 也就是在

弹性阶段的最大拉力为

Tc
eh0 = 2τp tanh αL

α
(16)

2． 3． 2　 弹性-硬化过渡阶段(Ⅱ阶段)
随着拉力的不断增长,界面剪应力从拉拔端逐渐

向尾部传递,直至达到峰值,然后拉拔端开始发生塑

性特征,出现应变硬化现象,进入Ⅱ阶段。 定义临界

点 P(x = Lh) 划分弹性区和硬化区,当 0≤ x < Lh,界

面处于Ⅱ阶段硬化区,而当 Lh < x ≤ L, 界面处于Ⅱ
阶段弹性区(其中, Lh 为硬化区的长度)。

(1)弹性区( Lh < x ≤ L )。 Ⅱ阶段弹性区界面
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拉力、剪应力和位移的分布规律与完全弹性阶段相

似,可得

Te(x) = T02
sinh α(L - x)
sinh α(L - Lh)

(17)

τe(x) = αT02

2
cosh α(L - x)
sinh α(L - Lh)

(18)

ue(x) = αT02

2Ks1

cosh α(L - x)
sinh α(L - Lh)

(19)

式中, T02 为过渡点 P 的拉拔力。
考虑到过渡点 P 的界面剪应力等于峰值剪应

力,则可以得到

T02 = 2τp tanh α(L - Lh)
α

(20)

　 　 (2)硬化区( 0 ≤ x ≤ Lh )。 Ⅱ阶段硬化区界面

剪应力与剪切位移的关系由式(7)定义,联立式(5)
和(7)可得

d2T
dx2

- β2T = 0 (21)

式中, β = 2Ks2 / (Et) 。
Th(x) = C3exp( - βx) + C4exp(βx) (22)

式中, Th(x) 为筋材在完全弹性阶段的拉力; C3,C4

为积分常数。
考虑边界条件:

Th(x = 0) = T03

Th(x = Lh) = Te(x = Lh){ (23)

式中,T03 为弹性硬化阶段的极限拉力。
将式(23)边界条件代入式(22)可求得

C3 = - T03
exp( - βLh)

exp(βLh) - exp( - βLh)
+

　 　
2τp tanh α(L - Lh)

α[exp(βLh) - exp( - βLh)]

C4 = T03
exp(βLh)

exp(βLh) - exp( - βLh)
-

　 　
2τp tanh α(L - Lh)

α[exp(βLh) - exp( - βLh)]

ì

î

í (24)

则可求得Ⅱ阶段拉力、剪应力和位移的表达式分别为

Th(x) = T03
sinh β(Lh - x)

sinh βLh

+

2τp tanh α(L - Lh)
α

sinh βx
sinh βLh

(25)

τh(x) = βT03

2
cosh β(Lh - x)

sinh βLh

+

2βτp tanh α(L - Lh)
α

cosh βx
sinh βLh

(26)

uh(x) = βT03

2Ks2

cosh β(Lh - x)
sinh βLh

+

2βτp tanh α(L - Lh)
αKs2

cosh βx
sinh βLh

- τp

Ks2

+ up (27)

　 　 由于弹性区与硬化区的过渡点 P 剪应力连续,
即 τe(x = Lh) = τh(x = Lh), 则可以求得 T03:

T03 = 2τpsinh βLh

β
+ 2τp tanh α(L - Lh)

α
cosh βLh

(28)
　 　 当 Lh = L 时,由式(28)可得弹性-硬化过渡阶段

与完全硬化阶段的临界拉力 Tc
h0 为

Tc
h0 = 2τpsinh βL

β
(29)

2． 3． 3　 完全硬化阶段(Ⅲ阶段)
类似于Ⅱ阶段硬化区的分析,式(22)仍然适用

于完全硬化阶段,边界条件为

Ts(x = 0) = T04

Ts(x = L) = 0{ (30)

式中,T04 为完全硬化阶段的极限拉力。
Ⅱ阶段的拉力、剪应力和位移表达式为

Th(x) = T04
sinh β(L - x)

sinh βL
(31)

τh(x) = βT04

2
cosh β(L - x)

sinh βL
(32)

uh(x) = βT04

2Ks2

cosh β(L - x)
sinh βL

- τp

Ks2

+ up (33)

　 　 将 x=0 代入式(33)中得到此阶段拉拔位移 uh0

的变换式为

T04 = 2tanh βL
β

[Ks2(uh0 - up) + τp] (34)

式中, uh0 为完全硬化阶段 x=0 时筋材的拉拔位移。
在完全硬化阶段,界面拉拔端拉拔力和剪应力均

增大,当筋材拉拔端处的剪应力增大到筋材的极限应

力 τult 时,筋材发生破坏,则 τult = Ks2(uh0 - up) + τp,
结合 R f = τp / τult, 所以式(34)可写成

T04 = 2τp tanh βL
R fβ

(35)

　 　 综上,应变硬化筋材拉拔试验过程中的 3 个阶段均

得到了封闭解,每 2 个阶段间临界拉力的结果见表 2。
2． 4　 界面剪应力分布规律

为直观反映应变硬化筋材拉拔试验过程中界面

不同拉拔阶段的受力演化规律,对 3 个阶段界面剪应

力分布进行分析。 所选取的模型参数见表 1。 为简

化分析,对模型参数进行归一化处理,归一化筋材位

置为 X= x / L,归一化界面剪应力为 ρ=τ / τp。

6604

中国煤炭行业知识服务平台 www.chinacaj.net



第 12 期 杜常博等:筋土拉拔界面弹塑性模型的全过程分析

表 2　 硬化拉拔模型 2 个阶段间的临界拉力

Table 2　 Critical tensile force between two stages of
hardening pull-out model

拉拔阶段 Ⅰ-Ⅱ Ⅱ-Ⅲ

临界拉拔力表达式 Tc
eh0 =

2τp tanh αL
α

Tc
h0 =

2τp sinh βL
β

　 　 计 算 得 到 τp = σn tan φ′gs = 56 kPa, α =

2Ks1 / (Et) = 0． 92,β = 2Ks2 / (Et) = 0． 31。 根据所

给出的模型参数,代入以下各式:
2． 4． 1　 弹性阶段

代入式 (13) 得到: ρ = cosh αL(1 - X)
cosh αL

, 代入

式(16)求得完全弹性与弹性-硬化过渡段的临界拉

力 Tc
eh0 = 2τp tanh αL

α
= 22． 15 kN / m。

2． 4． 2　 弹性-硬化过渡阶段

(1)弹性区( 0． 5 ≤ X≤1． 0)。 令 Lh = L / 2 代入

式(18)得: ρ = cosh αL(1 - X)
cosh(αL / 2)

;

(2)硬化区( 0 ≤ X ≤ 0． 5)。 将 Lh = L / 2 代入

式(26)得到 ρ = cosh βL(0． 5 - X) + βtanh(αL / 2)
αsinh(βL / 2)

×

cosh βL
2
cosh βL(0． 5 - X) - cosh βLXé

ë

ù

û
; 由式(29)

可求得弹性-硬化过渡与完全硬化阶段的临界拉力

Tc
h0 = 2τpsinh βL

β
= 22． 41 kN / m。

2． 4． 3　 完全硬化阶段

代入式 (32 ) 得到 ρ = cosh βL(1 - X)
R fcosh βL

; 代入

式( 35 ) 求 得 完 全 硬 化 阶 段 的 极 限 拉 力 T04 =
2τp tanh βL

R fβ
= 27． 96 kN / m。

根据上述界面剪应力计算表达式,可得应变硬化

筋材拉拔过程中弹性、弹性-硬化过渡和完全硬化 3
个阶段的界面剪应力演化规律,如图 5 所示。 由图 5
可知:当 T≤22． 15 kN / m 时,界面处于弹性阶段,剪
应力从拉拔端到自由端呈非线性减小, 当 T =
22． 15 kN / m 时,界面处于弹性与弹性-硬化过渡的

临界阶 段, 拉 拔 端 达 到 剪 应 力 峰 值 56 kPa; 当

22． 15 kN / m≤T≤22． 41 kN / m 时,界面处于弹性-硬
化过渡阶段,此阶段拉拔端剪应力达到峰值后带动自

由端继续增大,剪应力从拉拔端到自由端整体呈减小

趋势,当 T=22． 41 kN / m 时,即自由端也达到峰值后,
界面将进入完全硬化阶段;当 22． 41 kN / m≤ T≤

27． 96 kN / m 时,界面处于完全硬化阶段,此阶段拉拔

端剪应力继续增大,直至 T = 27． 96 kN / m 时,拉拔端

剪应力达到筋材极限应力,筋材发生破坏。

图 5　 拉拔过程各阶段剪应力演化规律(硬化筋材)
Fig． 5　 Evolution of shear stress in different stages of pull-out

process (hardened reinforcement)

3　 应变软化筋材拉拔界面分析

3． 1　 软化筋材模型

应变软化筋材界面剪应力与位移试验曲线达到峰
值前可近似表现为弹性关系,之后表现为塑性软化和
塑性流动。 本文将这种曲线特征简化为如图 6 所示的
三线性剪应力-位移关系( τ - u )。 由图 6 可知,第 1
阶段(OA 段),以直线表示剪应力达到峰值前剪应力与

位移关系;第 2 阶段(AB 段),以直线表示筋材的应变

软化;第 3 阶段(BC 段),以水平直线表示筋材的塑性

流动。 图 6 中,ks1 为 OA 段斜率, ks1 = τp / up ; ks2 为

AB 段斜率, τr 为界面残余剪应力, ur 为对应位移,
ks2 = (τr - τp) / (ur - up) < 0;类比破坏比的定义,将
两者之间的比值定义为 R′f,即 R′f =τr / τp。
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τ =
ks1u, 0 ≤ u ≤ up

ks2(u - up) + τp, up < u ≤ ur

R′fks1up, u > ur

ì

î

í (36)

图 6　 三线性界面剪应力与位移( τ - u )关系

Fig． 6　 Relationship between interface shear stress
and displacement of trilinear ( τ - u )

　 　 基本假定:将应变软化筋材筋土拉拔过程划分为

弹性、弹性-软化过渡、完全软化、软化-残余过渡和

完全残余 5 个阶段[16],分别对应图 7(a) ~ (e)(Ls 为

筋材拉拔过程中软化区的长度)。 通过理论计算可

得到各个拉拔阶段的界面拉力、剪应力和位移计算表

达式。
3． 2　 软化模型验证

笔者选取文献[3]中法向应力 100 kPa 压实度为

0． 85 条件下单向土工格栅与黏性土的拉拔试验结果

进行模拟,模拟参数见表 3。 为验证软化模型的准确

性与适用性,引入理想弹塑性模型[18]和弹性-指数软

化模型[19] 2 种经典筋土界面模型进行对比分析,模
拟结果如图 8 所示。 从图 8 可以看出,理想弹性模型

在无法体现界面的软化过程,而弹性-指数软化模型

和三线性剪应力-位移弹塑性软化模型能够较好的

反映界面软化特性,但三线性软化模型更为计算简

便,表达式简洁,具有更好的适用性。 在加筋土拉拔

试验时试验曲线出现应变软化特征时可适用于此软

化模型,该模型能够合理的模拟应变软化筋材界面的

拉拔特性,而且图 8 中阶段Ⅱ和Ⅳ两个过渡阶段区间

不明显。 单向格栅加筋土产生应变软化现象是因为

在加筋过程中当拉拔力随着拉拔位移的增大达到峰

值时,筋材整体出现滑动而发生应变软化特征。

图 7　 拉拔模型分析中应变软化筋材渐进拉拔过程

Fig． 7　 Progressive pull-out process of strain softening
reinforcement in pull-out model analysis

表 3　 拉拔试验的模拟参数[3]

Table 3　 Simulation parameters of pull-out test in reference[3]

σn / kPa L / m t / mm E / GPa ks1 / (MPa·m-1) ks2 / (MPa·m-1) tan φgs R′f

100 0． 2 2 0． 4 1． 73 -0． 52 0． 21 0． 64

3． 3　 软化拉拔界面全历程分析

3． 3． 1　 弹性阶段(Ⅰ阶段)
与上述应变硬化型筋材在弹性阶段的分布规律

相同,联立式(5)和(36)可得到此阶段的拉力、剪应

力和位移关系表达式为
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图 8　 单向土工格栅拉拔试验结果[3]

Fig． 8　 Pull-out test results of unidirectional geogrids[3]

Te(x) = T01
sinh α(L - x)

sinh αL
(37)

τe(x) = αT01

2
cosh α(L - x)

sinh αL
(38)

ue(x) = αT01

2ks1

cosh α(L - x)
sinh αL

(39)

　 　 将 x=0 代入式(39)中可得拉拔位移 ue0 的变换

式

T01 = 2tanh αL
α

ks1ue0 (40)

　 　 当 ue0 = up 时, τp = ks1ue0, 由式(40)可得弹性阶

段与弹性-硬化过渡阶段的临界拉力 Tc
eh0, 也就是在

弹性阶段的最大拉力

Tc
es0 = 2τp tanh αL

α
(41)

3． 3． 2　 弹性-软化过渡阶段(Ⅱ阶段)
界面剪应力逐渐增大并从拉拔端向尾部传递,直

至拉拔端剪应力达到峰值,开始发生应变软化现象,
进入Ⅱ阶段。 定义临界点 Q1(x = Ls) 划分弹性区和

软化区,当 0 ≤ x < Ls, 界面处于Ⅱ阶段软化区,而当

0 ≤ x < Ls,界面处于Ⅱ阶段弹性区(其中, Ls 为软化

区的长度)。
(1)弹性区( Ls ≤ x ≤ L )。 Ⅱ阶段弹性区界面

拉力、剪应力和位移的分布规律与完全弹性阶段相

似,则可以得到

Te(x) = T02
sinh α(L - x)
sinh α(L - Ls)

(42)

τe(x) = αT02

2
cosh α(L - x)
sinh α(L - Ls)

(43)

ue(x) = αT02

2ks1

coshα(L - x)
sinhα(L - Ls)

(44)

　 　 考虑到过渡点 Q1 的界面剪应力等于峰值剪应

力,则可以得到

T02 = 2τp tanh α(L - Ls)
α

(45)

　 　 (2)软化区( 0 ≤ x ≤ Ls )。 软化区界面剪应力

与剪切位移的关系由式(36) 定义,联立式(45) 和

式(36)可得

d2T
dx2

+ β2T = 0 (46)

式中, β = - 2ks2 / (Et) > 0。
解式(46)可得

Ts(x) = C′3cos βx + C′4sin βx (47)
式中, Ts(x) 为筋材在完全弹性阶段的拉力; C′3,C′4
为积分常数。

考虑边界条件:
Ts(x = 0) = T03

Ts(x = Ls) = Te(x = Ls){ (48)

　 　 将式(48)边界条件代入到式(47)可得

C′3 = T03

C′4 =
2τp tanh α(L - Ls)

αsin βLs

- T03cot βLs

ì

î

í (49)

　 　 由于弹性区与软化区的过渡点 Q1 的剪应力连

续,即 τe(x = Ls) = τs(x = Ls), 则可以求得 T03:

T03 = 2τp
sin βLs

β
+ tanh α(L - Ls)

α
cos βLs

é

ë

ù

û

(50)
则可求得Ⅱ阶段软化区拉力、剪应力和位移的表达

式:

Ts(x) = 2τp
é

ë

sin β(Ls - x)
β

+ tanh α(L - Ls)
α

×

cos β(Ls - x) ù

û
(51)

τs(x) = τp
é

ë
cos β(Ls - x) - βtanh α(L - Ls)

α
×

sin β(Ls - x) ù

û
(52)

us(x) = τp

ks2

é

ë
cos β(Ls - x) -

βtanh α(L - Ls)
α

sin β(Ls - x) ù

û
- τp

ks2

+ up(53)

　 　 当 Ls = L 时,由式(50)可得弹性-软化过渡阶段

与完全软化阶段的临界拉拔力 Tc
s0:

Tc
s0 = 2τpsin βL

β
(54)

3． 3． 3　 完全软化阶段(Ⅲ阶段)
类似与Ⅱ阶段软化区的分析,式(47)仍然适用
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于完全软化阶段,边界条件为

Ts(x = 0) = T04

Ts(x = L) = 0{ (55)

则完全软化阶段的解为

Ts(x) = T04(cos βx - cot βLsin βx) (56)

τs(x) = βT04

2
(sin βx + cot βLcos βx) (57)

us(x) = βT04

2ks2
(sin βx + cot βLcos βx) - τp

ks2

+ up

(58)
　 　 将 x = 0 代入式(58)可得此阶段拉拔位移 us0 的

变换式:

T04 = 2tan βL
β

[ks2(us0 - up) + τp] (59)

　 　 在完全软化阶段,界面拉力和剪应力均减小,当
us0 = ur 时, τr = ks2(us0 - up) + τp, 由式(59)可得弹

性-软化过渡阶段与完全软化阶段的临界拉拔力

Tc
sr0, 也就是完全软化阶段的最小拉拔力为

Tc
sr0 = 2τr tan βL

β
(60)

3． 3． 4　 软化-残余过渡阶段(Ⅳ阶段)
当拉拔力减小到 Tc

sr0, 筋材拉拔端开始进入残余

状态并逐渐向筋材尾部延伸,进入Ⅳ阶段。 定义过渡

点 Q2( x = Lr )划分软化区和残余区,当 0 ≤ x < Lr,
界面处于Ⅱ阶段残余区,而当 Lr < x ≤ L, 界面处于

Ⅱ阶段软化区(其中, Lr 为残余区长度)。
(1)软化区( Ls ≤ x ≤ L )。 在完全软化阶段得

到拉力、剪应力和位移的分布规律与软化-残余过渡

阶段相似,根据式(56) ~ (59)可以得到Ⅳ阶段弹性

区的拉力、剪应力和位移的关系式为

Ts(x) = T05 [ cos β(x - Lr) - cot β(L - Lr) ×

sin β(x - Lr) ] (61)

τs(x) = βT05

2 [ sin β(x - Lr) + cot β(L - Lr) ×

cos β(x - Lr) ] (62)

us(x) = βT05

2ks2
[ sin β(x - Lr) + cot β(L - Lr) ×

cos β(x - Lr) ] - τp

ks2

+ up (63)

　 　 由于过渡点 Q2 处的界面剪应力等于残余剪应力

τs(x = Lr) = τr, 则根据式(61)可以得到

T05 = 2τr tan β(L - Lr)
β

(64)

　 　 (2)残余区( 0 ≤ x ≤ Lr )。 残余区界面剪应力

与残余抗剪强度相等,由式(5)和(36)可得

dT
dx

= - 2τr (65)

　 　 考虑边界条件:
Tr(x = 0) = T06

Tr(x = Lr) = Ts(x = Lr){ (66)

式中,Tr(x)为筋材在完全残余阶段的拉力。
则可得

T06 = 2τr tan β(L - Lr)
β

+ 2τrLr (67)

Tr(x) = 2τr(Lr - x) + 2τr tan β(L - Lr)
β

(68)

ur(x) = τr

Et
x2 - 2τr

Et
é

ë
Lrx + tan β(L - Lr)

β
x ù

û
+ C′5

(69)

C′5 =
τrL2

r

Et
- 2τrLr

βEt
tan β(L - Lr) + τr - τp

ks2

+ up

(70)
　 　 将 x = 0,Lr = L 代入式(67)得到软化-残余过渡

阶段与完全残余阶段的临界拉力 Tc
r0:

Tc
r0 = 2τrL (71)

3． 3． 5　 完全残余阶段(Ⅴ阶段)
将 x = 0,Lr = L 代入式(69)得到筋材拉拔端的临

界剪切位移:

uc
r0 = τrL2

Et
+ τr - τp

ks2

+ up (72)

　 　 假定筋材在拉拔端的位移为 u′0, 则剪切位移的

分布可导出为

ur(x) = τr

Et
(x2 - L2) - 2τrL

Et
(x - L) + τr - τp

ks2

+

up + (u′0 - uc
r0) = u′0 +

2τrL
Et

(x2 - 2Lx) (73)

　 　 此阶段拉力 Tc
r0 和界面剪应力 τr 保持常数。 因

此,拉力在筋材不同位置的分布为

Tr(x) = 2τr(L - x) (74)
　 　 综上,应变软化筋材拉拔试验过程中的 5 个

阶段均得到了封闭解,每 2 个阶段间临界拉力的

结果见表 4。
3． 4　 界面剪应力分布规律

为直观反映应变软化筋材筋土界面不同拉拔阶

段的受力演化规律,对 5 个阶段界面剪应力的分布进

行分析,所选的模型参数见表 3。
计算得到 τp = σn tan φ′gs = 21 kPa, τr = R′fτp =
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13． 44 kPa, α = 2ks1 / (Et) = 2． 08, β =

-2ks2 / (Et) = 1． 14。 根据所给出的模型参数,代入

以下各式。

表 4　 软化拉拔模型两个阶段间临界拉力

Table 4　 Critical tensile force between two stages of
softening pull-out model

拉拔阶段 临界拉拔力表达式

Ⅰ-Ⅱ Tc
es0 =

2τp tanh αL
α

Ⅱ-Ⅲ Tc
s0 =

2τp sin βL
β

Ⅲ-Ⅳ Tc
sr0 =

2τr tanβL
β

Ⅳ-Ⅴ Tc
s0 = 2τrL

　 　 (1)弹性阶段。

代入式 (38) 得到: ρ = cosh αL(1 - X)
cosh αL

, 代入

式(41)求得完全弹性阶段与弹性-软化过渡阶段的

临界拉力 Tc
es0 = 2τp tanh αL

α
= 7． 95 kN / m。

　 　 (2)弹性-软化过渡阶段。
① 弹性区( 0． 5 ≤ X ≤ 1)。 令 Ls = L / 2 代入

式(45)得到 ρ = cosh αL(1 - X)
cosh(αL / 2)

;

　 　 ② 软化区( 0 ≤ X ≤ 0． 5)。 将 Ls = L / 2 代入

式(52)得到 ρ = cos βL(0． 5 - X) - βtanh(αL / 2)
α

sin

βL(0． 5 - X)。 由式(54)可求得弹性-软化过渡阶段

与完全软化阶段的临界拉力 Tc
s0 = 2τpsin βL

β
=

8． 33 kN / m。
　 　 (3)完全软化阶段。

代入 式 ( 57 ) 得 到 ρ = R′ f(tan βLsin βLX +
cos βLX), 代入式(60)求得完全软化阶段与软化-

残余阶段的临界拉力 Tc
sr0 =

2τr tan βL
β

=5． 47 kN / m。

(4)软化-残余过渡阶段。
① 软化区 ( 0． 5 ≤ X ≤1)。 令 Lr = L / 2 代入

式( 62 ) 得到 ρ=R′f [ tan ( βL / 2 ) sin βL ( X - 0． 5 )+
cos βL(X-0． 5)];
　 　 ② 残余区( 0 ≤ X ≤0． 5)。 进入残余区的界面

剪应力 ρ = R′f = 0． 64。 由式(71)可求得软化-残余过

渡阶段与完全残余阶段的临界拉力 Tc
s0 = 2τrL =

5． 38 kN / m。
(5)完全残余阶段。
完全残余阶段界面剪应力 ρ =R′f = 0． 64。 根据上

述界面剪应力计算表达式,可得土工合成材料拉拔过

程中弹性阶段、弹性-软化过渡阶段、完全软化阶段、
软化-残余过渡阶段和完全残余阶段的界面剪应力

演化规律,如图 9 所示。

图 9　 拉拔过程各阶段剪应力演化规律(软化筋材)
Fig． 9　 Evolution of shear stress in different stages of pull-out process soil (softened reinforcement)
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　 　 由图 9 可知,当 T≤7． 95 kN / m 时,界面处于弹

性阶段,剪应力从拉拔端到自由端呈非线性减小,当
T=7． 95 kN / m 时,界面处于弹性与弹性-软化过渡的

临界阶 段, 拉 拔 端 达 到 剪 应 力 峰 值 21 kPa; 当

7． 95 kN / m≤T≤8． 33 kN / m 时,界面处于弹性-软化

过渡阶段,剪应力整体呈先增大后减小变化趋势,峰
值点位于弹性区与软化区交界;随着拉力增大,软化

区长度也不断增大,自由端剪应力逐渐向峰值靠近,
当 T≤8． 33 kN / m 时,自由端也达到峰值后,界面将

进入完全软化阶段;当 5． 47 kN / m≤T≤8． 33 kN / m
时,界面处于完全软化阶段,剪应力从拉拔端到自由

端呈非线性增大,当 T≤5． 47 kN / m 时,拉拔端剪应

力达到残余应力,界面将进入软化-残余过渡阶段。
当 5． 38 kN / m≤T≤5． 47 kN / m 时,界面处于软化-残
余过渡阶段阶段,此阶段拉拔端开始进入残余状态并

逐渐向自由端过渡;当 T≤5． 38 kN / m 时,即自由端

也达到残余应力后,界面将进入完全残余阶段,此阶

段剪应力保持残余应力不变。

4　 结　 　 论

(1)针对土工合成材料拉拔时出现的应变硬化

和应变软化现象,提出了双线性剪应力-位移弹塑性

硬化模型和三线性剪应力-位移弹塑性软化模型,将
应变硬化筋材的筋土拉拔过程分为弹性阶段、弹性-
硬化过渡阶段和完全硬化阶段,将应变软化筋材的筋

土拉拔过程分为弹性阶段、弹性-软化过渡阶段、完
全软化阶段、软化-残余过渡阶段和完全残余阶段。

(2)通过界面基本控制方程,分别推导了拉拔荷

载下应变硬化和应变软化 2 种塑性变形特征筋材不

同阶段界面拉力、剪应力和位移的解析解;同时分析

了界面剪应力在不同拉拔阶段的演化规律,反映了筋

土界面的渐进性破坏。
(3)2 组模型预测结果与拉拔试验数据基本吻

合,验证了所提出 2 种弹塑性模型对筋材在拉拔界面

中渐进破坏分析的有效性;在筋材的拉拔过程中,一
般过渡阶段不明显。
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