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开采沉陷动态预计的正态分布时间函数模型研究
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摘 要: 使用常用的 Knothe 时间函数进行煤炭开采所引起的地表动态下沉预计时，其反映的地表下

沉速度和下沉加速度与地表实际下沉规律不相符，基于此，可引入一种新的时间函数—正态分布时间

函数，对该时间函数值的变化范围和变化规律进行了详细对比，给出了正态分布时间函数用于地表动

态预计时参数的确定方法，并利用该时间函数对某矿区地表下沉实测数据进行了对比预测。研究表

明: 正态分布时间函数的下沉速度和下沉加速度与地表动态下沉规律是相吻合的; 当进行不同精度的

动态预计时，合理选择函数的形态参数非常重要; 在某些矿区，利用正态分布时间函数进行动态预计

比使用双参数 Knothe 时间函数进行预计更符合地表移动的变化规律，预计结果也更为可靠。
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Study on normal distributed time function model to
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Abstract: When a conventional Knothe Time Function was applied to predict the surface ground dynamic subsidence caused by the coal min-
ing，the surface ground subsidence speed and subsidence acceleration reflected were not fitted with the actual subsidence law of the surface
ground．Based on the circumstance，the paper introduced a new time function － normal distributed time function．A detail comparison analysis
was conducted on the variation scope and variation law of the time function value． The normal distributed time function was provided to
the method to determine the surface ground dynamic predicted time parameters．The time function could be applied to the comparison predic-
tion on the real measured data of the surface ground subsidence in a mining area．The study showed that the subsidence speed and the subsid-
ence acceleration of the normal distributed time function could be fitted with the surface ground dynamic subsidence law．When a different ac-
curacy dynamic prediction was conducted，the morphological parameters of the rational selected function would be very important．In a mining
area，the normal distributed time function applied to the dynamic prediction would be closely fitted to the variation law of the surface
ground movement than the prediction with the double parameters Knothe Time Function and the predicted results would be more reliable．
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0 引 言

矿山开采实践以及大量的现场实测数据都表

明，地表 移 动 变 形 是 一 个 复 杂 的 时 间 和 空 间 过

程［1－6］，从地下开采工作面开始推进，经过一定的

时间后，在受影响的区域内各个地面点都会经历
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“开始移 动—剧 烈 移 动—移 动 逐 渐 停 止”的 全 过

程。事实上，受开采影响的地表各点的移动和变

形过程不但取决于地面点的空间位置，还与开采

时间、开采方式、岩石的物理力学性质、矿床的埋

藏条件等有着密切的关系，研究开采沉陷随时间

变化的动态过程，不但可以随时掌握地表移动与

变形的分布规律，还可以实时得出最大变形值出

现的时间和空间位置，对研究开采速度、开采方式

对地表下沉动态过程的影响规律以及保护地表建

筑物的安全使用，及时制定建筑物的维修与加固

方案 和 确 定 实 施 时 间 等 都 有 重 要 的 指 导 意

义［7－10］。当 前，我 国 地 表 下 沉 动 态 预 计 多 采 用

Knothe 时间函数，很多学者也都对 Knothe 时间函

数进 行 过 深 入 的 研 究，崔 希 民 等［11－12］ 研 究 了

Knothe 时间函数影响系数的确定方法，结合概率

积分法，提出了基于 Knothe 时间函数的概率积分

动态预计方法，推导了动态预计公式; 刘玉成等［13］

研究了 Knothe 时间函数以及其他能用于地表动态

预计的 时 间 函 数，分 析 了 各 函 数 的 优 缺 点，并 对

Knothe 时间函数进行了改进; 常占强等［14］为了提

高 Knothe 时间函数的预计精度，提出了改进的分

段 Knothe 时间函数模型; 王军保等［15］采用岩石力

学非定常流变模型，将 Knothe 时间影响系数看作

非常量，对 Knothe 时间函数模型进行了改进。上

述研究成果对我国地表动态沉陷预计研究与应用

实践起到了积极的推动作用。笔者主要研究和分

析另一种时间函数—正态分布时间函数，该时间

函数在我国还鲜见应用。通过对该时间函数特征

进行深入研究和分析，探讨利用该时间函数进行

动态预计时的参数选取与确定方法，最后用某矿

的地表实测数据进行验证，证明该时间函数模型

在我国采矿区进行动态预计的可行性。

1 常用时间函数对比

确定一个函数是否可以作为动态预计的时间函

数，需要清楚地了解地表沉陷随时间的发展变化规

律。大量的实测资料分析表明，地表的下沉可以分

为 3 个阶段［15－16］。
1) 当地表下沉速度不大于 1. 67 mm /d 时，称为

下沉初始期，此时工作面的开采尺寸一般达到( 1 /4-
1 /2) H0( H0为平均开采深度) ，地表点开始受到采动

的影响，下沉量与下沉速度都是从 0 开始逐渐增大。

2) 当地表下沉速度大于 1. 67 mm /d 时，称为下

沉活 跃 期，地 表 下 沉 速 度 快 速 增 加、下 沉 量 迅 速

增大。
3) 当地表下沉速度又下降到小于 1. 67 mm /d

时，称为下沉衰退期，此时地表下沉量依然在增加，

但增加缓慢，直至趋于稳定。
总体来说，理想的可用于动态预计的时间函数

必须要具备 3 个特征: ①地表下沉从 0 开始并最终

趋于稳定，下沉量达到最大后不再增加，相应的时间

函数值应在 01 内变化; ②对应于下沉活跃期，时间

函数值应为从 01 迅速变化的阶段，时间函数曲线的

斜率应比初始期和衰退期明显增大; ③对应于下沉

衰退期，时间函数曲线斜率逐渐减小，直至为 0，时

间函数值达到 1 后便不再增加。
1. 1 Knothe 时间函数

Knothe 时间函数是由波兰学者 Knothe 在 1952
年提出的，主要基于下面的假设，即某一时刻的地表

下沉速度 vt 与地表最终的静态下沉值 W0 之差成比

例。具体公式为

vt =
dW( t)
dt

= c［W0 － W( t) ］ ( 1)

式中: t 为工作面开挖时刻到预计时刻的时间长度，

通常以月或天为单位; W( t) 为 t 时刻地表动态下沉

值，W0 － W( t) 为 t 时刻到地表沉陷稳定后的潜在

下沉量; c 为模型参数，也称时间常数，其取值与采

矿区上覆岩层的物理力学性质密切相关。
考虑到在开采未进行时的边界条件: t = 0、

W( t) = 0，对式( 1) 进行积分，可推导出公式为

W( t) = W0( 1 － e －ct ) ( 2)

令 K( t) = 1 － e －ct ( 3)

式( 3) 便是 Knothe 时间函数的表达式。
时间函数的一阶导数表示的是下沉速度，二阶

导数表示的是下沉加速度，地表沉陷的实际规律

是［11］: 下沉速度 v 要符合 0→+ vmax → 0 过程，加速

度要符合 0→+ amax → 0→－ amax → 0 过程。
图 1 给出了时间常数 c= 1 时，Knothe 时间函数

及其下沉速度 K'( t) 和下沉加速度 K″( t) 的函数图

像，当 c 不等于 1 时，其函数图像形态与 c= 1 是一致

的。从图像中可以看出，Knothe 时间函数除满足函

数值在 0～1 内变化外，其下沉速度和下沉加速度都

不能反映地表实际的移动过程。
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图 1 Knothe 时间函数及其下沉速度和下沉加速度函数图像

Fig. 1 Figure of Knothe Time Function and its subsidence velocity and acceleration

1. 2 双参数 Knothe 时间函数

针对 Knothe 时间函数在下沉速度和加速度方

面与实际地表下沉规律不符的情况，为了提高其预

测精度和适用性，刘玉成等［13］对 Knothe 时间函数

进行了研究，提出了在 Knothe 时间函数的基础上加

一个幂指数，这样，Knothe 时间函数就有了 2 个参

数 c 和 n，将其定义为“双参数 Knothe 时间函数”，具

体函数形式见式( 4) 。

K( t) = ( 1－e－ct ) n ( 4)

双参数 Knothe 时间函数及其下沉速度和下沉

加速度的图像如图 2 所示。

图 2 双参数 Knothe 时间函数及其一阶导数和二阶导数的函数曲线

Fig. 2 Curves of double parameters Knothe Time Function and its first derivative and second derivative

从图 2a 可以看出，当加入幂指数 n 后，通过调

节 n 的值，可以改变下沉时间函数的形态，这样，根

据开采区上覆岩层的物理力学性质、开采深度、速

度、开采方法等的不同，只要能够合理地确定 c 和 n
的值，便可以用它进行动态变形预计。由于改进后

的 Knothe 时间函数的图形形态变化更为多样，因此

扩大了 Knothe 时间函数的应用范围。从图 2b 及图

2c 可 以 看 出，双 参 数 Knothe 时 间 函 数 的 下 沉 速

度( 一阶导数) 和下沉加速度( 二阶导数) 符合 0 →
+ vmax→ 0，0→+ amax→ 0→－ amax→ 0 这一规律，在

理论上更符合地表动态下沉的实际过程。需要指出

的是，只有参数 n 的取值大于 1 时，下沉速度和下沉

加速度才符合上述规律，否则，其只会改变图 2a 的

函数形态，不能改变下沉速度和下沉加速度的形态;

另外，在实际应用中，Knothe 函数时间系数 c 的确定

本就不易，当又引入一个参数 n 时，参数的确定将更

加困难，因此也同时增加了函数的使用难度。

2 正态分布时间函数及其参数确定

2. 1 正态分布时间函数

正态分布 ( Normal Distribution ) 又称为高斯分

布，在物理、数学和工程等领域都有着非常广泛的应

用，其数学表达式如下:

F( x) = 1
2 π槡 σ ∫

x

－∞
e － ( x－μ) 2

2σ2 dx ( 5)

式中: x 为变量; μ 为均值; σ 为标准差。
正态分布函数的图像特征如图 3a 所示。从图

3a 可知，其函数值符合上述 3 个特征，即，函数值在

01 之间变化; 函数值从 01 有迅速增加的阶段; 函数

值在后半段慢慢趋近于 1，直到等于 1 后不再增加;

因此可以初步判断，正态分布函数可以作为地表动

态预计的时间函数。
下沉速度 v 为正态分布函数的一阶导数，也即

“正态分布密度函数”，其表达式见式( 6) ，下沉加速

度 a 为其二阶导数的表达式，见式( 7) 。

v = F'( x) = 1
2槡 πσ

e － ( x－μ) 2

2σ2 ( 6)

a = F″( x) = － 1
2槡 πσ

3
( x － μ) e

－ ( x－μ) 2

2σ2 ( 7)

根据前面的叙述可知，正态分布函数作为时间

函数，其一阶导数表示的是下沉速度，函数表达式见
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式( 6) ，二阶导数表示的是下沉加速度，表达式见

式( 7) ，式中变量含义与公式( 5) 同，式( 6) 、式( 7)

的函数图像如图 3b 和图 4 所示。

图 3 正态分布函数及其下沉速度曲线

Fig. 3 Curves of normal distribution Time
Function and its subsidence velocity

图 4 正态分布时间函数下沉加速度曲线

Fig. 4 Curves of subsidence acceleration of
Normal Distribution Time Function

从图 3b 和图 4 可知，正态分布时间函数的下沉

速度 和 下 沉 加 速 度 完 全 符 合: 0 →+ vmax → 0，

0→+amax→0→－amax→0 这一地表实际下沉规律，并

且完全是中心对称的，这与概率积分法预计时的地

表下沉速度变化趋势是吻合的，因此，在理论上正态

分布时间函数完全可以用于地表下沉的动态预计，

并 且 与 Knothe 和 改 进 的 Knothe 时 间 函 数 相

比［12－14］，正态分布时间函数更符合实际地表动态下

沉全过程的规律。
2. 2 正态分布时间函数参数确定

为了建立正态分布时间函数变量 x 与实际开采

时间过程之间的关系，首先定义 3 个变量［17］: 第 1

个变量用 τr 表示，称为延迟时间，是指从工作面开

始推进到地表下沉开始显现所经历的时间; 第 2 个

变量用 τt 表示，是指从工作面开始推进到开采达到

充分采动所经历的时间; 第 3 个变量用 τs 表示，指

从地表下沉开始显现到开采达到充分采动、地表下

沉值达到最大值时所经历的时间。为了建立正态分

布均值 μ 和标准差 σ 与 τr 和 τs 之间的关系，引入参

数 δ ( δ＞0) ，根据概率分布密度函数的意义: 横轴区

间( μ－σ，μ+σ) 内包含的面积为 68. 27%，横轴区

间( μ－1. 96 σ，μ+1. 96 σ) 内包含的面积为 95. 45%，

横轴区间 ( μ － 2. 58σ，μ + 2. 58σ) 内包含的面积为

99. 73%。在 τr 时刻，地表的下沉刚刚开始，其下沉

量和下沉速度都趋于 0，参照图 3b，可以假设 τr 为

τr = μ － δσ  σ = ( μ － τr ) /δ ( 8)

δ 的取值需要根据开采实际情况来确定。同

理，也可假设 τt 为

τt = μ + δσ ( 9)

根据 τt 和 τs 的定义可得

τs = τt － τr = 2δσ  σ = τs /2δ ( 10)

结合式( 8) 和式( 10) 可得:

μ = τr + τs /2 ( 11)

式( 10) 和式( 11) 将均值 μ 和标准差 σ 与开采

沉陷的时间参数建立了联系。将式( 10) 和式( 11)

代入式( 5) ，可得式( 12) 为

F( t) = 2δ
τs 2槡 π
∫
t

τr
e －

－2δ2( t－τr－
τs
2 ) 2

τ2s dt ( 12)

式( 12) 便是可用于地表动态下沉的正态分布

时间函数，假设延迟时间 τr = 0，τs = 20 月，当 δ = 1、
2、3、4 时，式( 12) 的函数图像如图 5 所示。

图 5 δ 取不同值时正态分布时间函数图像

Fig. 5 Curves of Normal Distribution Function
when δ takes different values

从图 5 可知，当 δ 取不同的值时，时间函数值最

终并不都能趋近于 1，随着 δ 取值由大到小，时间函数

值趋于 1 的误差也就越来越大，这说明了 δ 取值越

小，越不适合作为动态预计的时间函数。因为其不符

合时间函数值在 0～1 风变化的特点。误差产生的原

因是，正态分布时间函数的积分区间为( τr，t ) ，并不

341

中
国

煤
炭

期
刊

网
 

www.ch
ina

ca
j.n

et



2016 年第 4 期 煤 炭 科 学 技 术 第 44 卷

是在( － ∞，+ ∞ ) 区间内进行积分，根据定义，实际

应用中 t 的取值为 τr + τs ，根据式( 10) 可知，δ 取值

越大，τs 值也就越大，因此，积分区间［τr，t］的范围也

就越大，函数值就会越来越趋近于 1。
通过以上分析可知，在进行精度要求不高的动

态预计时，δ 可以等于 2，当预测精度要求较高时，δ
取大于等于 3 是合适的，但当 δ = 1 时，不能用正态

分布时间函数进行动态预计。

3 工程实例验证

1990 年 10 月—1992 年 3 月，阳泉二矿对 8403
综采工作面开采引起的地表沉陷进行了较系统的现

场观测，取得了观测资料; 现以实际观测的最大下沉

点 62 号点作为预测的研究对象，用正态分布时间函

数对其下沉过程进行预测。
预测前，首先要确定正态分布函数的时间参数

τr 、τs 和 δ ，延迟时间 τr 不影响时间函数值与图形

形态，在实际预测时可以令 τr = 0。τs 和 δ 的值需要

根据实测数据反算求得，图 6a 是根据实测地表下沉

数据和观测时间的关系反算求取的正态分布时间函

数形态。根据 τs 的定义，并考虑观测时间间隔及观

测误差，τs 的区间为 290 ～ 320 d，取其平均值 305 d
作为预测参数 τs 的值; τs 确定后，代入式( 12) ，在 δ
取大于 1 的不同值时绘制函数曲线如图 6b 所示。

对比图 6a 和图 6b，反算时间函数形态与 δ = 4
时的理论函数形态最为吻合，因此确定 δ = 4。需要

指出: 根据实测数据求得的预计参数，可以用于该矿

区或类似地质条件和采矿条件的矿区进行动态预

计。参数确定好之后便可对 8403 综采工作面 62 号

点的下沉过程进行动态预测。
为了验证预测结果的可靠性，将其与刘玉成

等［18］采用双参数 Knothe 时间函数进行预测的结果

进行对比，对比分析结果见表 1 和如图 7 所示。从

图 7 可以看出，当采用双参数 Knothe 时间函数进行

预测时，其在下沉开始的前 60 d 和下沉 300 d 以后

的预测结果是可靠的，但在中间阶段预测值与实际

下沉值相差较大，不能反映地表动态移动全过程; 当

采用正态时间函数进行预测时，不但在开始阶段和

最后阶段预测结果较好，在中间阶段除个别点误差

较大外，总体较为吻合。
为了直观评价预测结果的质量，通常采用标准

误差或称为均方根误差作为衡量预测值与观测值之

图 6 反算时间函数形态和理论函数形态对比

Fig. 6 Contrast between back calculation time
fuaction and theory time function

图 7 正态分布时间函数与 Knothe 时间函数预测对比

Fig. 7 Contrast of prediction results between Konthe Time
Function and Normal Distribute Time Function

间偏差的标准。在假定实测数据不包含测量误差的

基础上，分别对两种方法所求得的预测值和观测值

之间的误差进行标准误差 m 和相对误差 f 分析，计

算采用式( 13) 和式( 14) 。

m = ± ［ΔΔ］/ ( N － 1槡 ) ( 13)

f = m /W0 ( 14)

式中: Δ 为 62 号监测点预测值与实测值之差; N 观

测次数; W0 为下沉的最大值。
通过表 1 可知，采用双参数 Knothe 时间函数进

行预计的标准误差为 351. 69 mm，预计的相对误差

为 10. 79%，而采用正态分布时间函数进行预测，标

准误差为 141. 10 mm，相对误差为 4. 33%，这充分说

明了在该地质采矿条件和开采条件下，采用正态分

布时间函数进行地表下沉预测的精度较高，误差

较小。

441

中
国

煤
炭

期
刊

网
 

www.ch
ina

ca
j.n

et



张 兵等: 开采沉陷动态预计的正态分布时间函数模型研究! 2016 年第 4 期

4 结 论

1) 在分析 Knothe 时间函数和双参数 Knothe 时

间函数优缺点的基础上，对比研究了正态分布函数

的特征，如将其用作动态预计时间函数，其下沉速度

符合 0→+ vmax → 0、下沉加速度符合 0 →+ amax →
0→ － amax→ 0 的变化过程，这与实际地表下沉规律

完全吻合，证明了在理论上正态分布时间函数较常

用的 Knothe 时间函数更具优越性。
2) 正态时间函数的参数 δ 取值越小，时间函数

值趋于 1 的误差也就越大，通过分析得出: 当 δ = 1
时，不能用其进行动态预计，当预测精度要求不高

时，可以用 δ = 2 进行预测，当预测精度要求较高时，

δ 应取大于或等于 3 的值。
3) 通过对阳泉二矿 8403 工作面地面监测站 62

号点实测数据进行对比预测研究，表明: 只要预计参

数选取合理，利用正态分布时间函数能够较好的预

测地表动态下沉，总体上，比用双参数 Knothe 时间

函数( 改进的 Knothe 时间函数) 的预测精度高。
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